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摘  要  奇异向量（singular vectors, SVs）和条件非线性最优扰动（conditional nonlinear optimal perturbation, CNOP）
已广泛应用于研究大气—海洋系统的不稳定性以及与其相关的可预报性、集合预报和目标观测问题研究。本文首

先回顾了 SVs 和 CNOP 的发展历史，并简单描述了它们的基本原理；然后针对二维正压准地转模式，使用不同的

范数组合，分析了第一线性奇异向量（first singular vector, FSV）和 CNOP 之间的异同。结果表明，当优化时间较

短时，度量 SVs 和 CNOP 大小的范数不同也将导致 FSV 和 CNOP 相差很大，而当度量 SVs 和 CNOP 大小的范数

相同时，FSV 和 CNOP 之间的差别则主要是由非线性物理过程作用的结果。因此，针对不同的物理问题，应该选

取合适的度量范数研究 FSV 和 CNOP 以及其所引起的大气或海洋动力学的异同，从而揭示非线性物理过程的影响

机理。 
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Abstract Singular Vectors (SVs) and Conditional Nonlinear Optimal Perturbation (CNOP) have been widely adopted in 
studies of the instabilities of the atmospheric and oceanic systems, the related predictability, ensemble forecasting, and 
targeted observations. This paper firstly reviews the development of SVs and CNOP and gives a brief description of their 
fundamental principles. Then, the similarities and differences between the First Singular Vector (FSV) and CNOP are 
discussed with a two-dimensional nondimensional barotropic quasi-geostrophic model and different combinations of 
norms. The results show that the different norms used to evaluate the amplitudes of SVs and CNOP induce a large 
difference between the FSV and CNOP even if the optimization time is relatively short, while the difference between the 
FSV and CNOP is mainly due to nonlinear physical processes when using the same norms to evaluate the amplitudes of 
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SVs and CNOP. So, appropriate norms should be taken into account for different physical problems, in order to 
investigate the similarities and differences between the FSV and CNOP, and the atmospheric or oceanic dynamics they 
cause, and further to reveal the mechanism of influence of nonlinear physical processes. 
Keywords  Singular vector, Conditional nonlinear optimal perturbation, nonlinearity 

 
 
1  引言 

 
由于观测的系统误差以及资料同化系统的局

限性，用于数值天气、气候预报模式的初始分析场

存在不确定性，即存在初始分析误差；此外，由于

人们对大自然的认识水平的限制，目前的数值预报

模式还不能确切地描述大气和海洋的运动，而且数

值模式是离散化的数值模型，因而数值模式必然存

在表征物理过程或计算近似造成的不确定性，即模

式误差。对任一数值天气、气候预报系统来说，初

始误差和模式误差都是不可避免的，并且常常导致

数值预报结果的不确定性（Mu et al., 2002, 2010; 
Zheng et al., 2009; Duan and Zhang, 2010）。为了分

别研究初始误差和模式误差在产生预报结果不确

定性中的作用，Lorenz（1975）将可预报性问题归

为两类：第一类可预报性问题和第二类可预报性问

题。前者假定模式完美，仅考虑初始误差对预报结

果的影响；而后者则假定初始场不存在误差，仅考

虑模式误差带来的预报结果不确定性问题。 
为了研究第一类可预报性问题，学者们先后提

出了不同的方法。例如，Lorenz（1965）在分析动

力系统中预报误差的增长时首次引入奇异向量

（singular vectors, SVs）的概念。SVs 是线性模式

中在有限时段内增长最快的一组正交的扰动。目

前，SVs 已应用于研究大气—海洋运动的不稳定性

（Trefethen et al., 1993; Penland and Sardeshmukh, 
1995）、预报误差的估计（Palmer et al., 1994; 
Ehrendorfer and Tribbia, 1997; Gelaro et al., 1998; 
Descamps et al., 2007）、集合预报（Mureau et al., 
1993; Buizza and Palmer, 1995; Molteni et al., 1996; 
Leutbecher and Palmer, 2008），以及目标观测

（Palmer et al., 1998; Langland, 2005; Buizza et al., 
2007）等问题。尽管 SVs 在可预报性问题研究中发

挥着重要的作用，但 SVs 却有着自身的局限性：SVs
基于线性理论，其使用的前提条件是初始扰动充分

小，且该扰动的非线性发展由切线性模式（TLM）

近似描述。因此，对于复杂的大气和海洋系统来说，

基于线性理论的SVs不能反映非线性物理过程对天

气和气候可预报性的影响，在研究非线性模式中有

限振幅初始误差引起的可预报性问题时具有局限

性。 
为了考察非线性物理过程对可预报性的影响，

Mu et al.（2003）将 SVs 方法拓展到非线性领域，

提出了条件非线性最优扰动（conditional nonlinear 
optimal perturbation, CNOP）方法。CNOP 是在满足

一定物理约束条件下，且在预报时刻具有最大非线

性发展的一类初始扰动。与最大奇异值对应的奇异

向量（第一奇异向量；first singular vector, FSV）相

比，CNOP 在预报时刻关于初始扰动的增长率可能

没有 FSV 大，但其在预报时刻有更大的非线性发

展，从而代表了对预报结果不确定性有最大影响的

一类初始误差。 
CNOP 已应用于研究天气和气候的可预报性问

题的研究（Duan et al., 2004, 2013；穆穆等，2007；
Mu et al., 2007a, 2007b, 2009；Rivière et al., 2008；
Terwisscha van Scheltinga et al., 2008；Sun and Mu, 
2009；Qin and Mu, 2011；Yu et al., 2012；Zhou and 
Mu, 2012；段晚锁等，2013；穆穆和段晚锁，2013；
谢东东等，2013；周菲凡和张贺，2014）。这些研

究一致表明：当初始扰动的约束半径较小（即初始

扰动的振幅较小），且优化时间较短时，CNOP 与

FSV 的空间结构差别较小，FSV 可以近似 CNOP；
然而，当初始扰动的约束半径较大或者优化时间较

长时，CNOP和FSV的空间结构之间存在明显差别。

姜智娜（2007）探讨了 CNOP 在产生集合预报初始

扰动场研究中的应用（Mu and Jiang, 2008; Jiang and 
Mu, 2009; Jiang et al., 2009）。结果表明，对于快速

增长类型的分析误差，在 SVs 初始扰动集合中，使

用 CNOP 代替 FSV 后，集合预报效果与 SVs 方法

相比得到了显著改善。该结果意味着，CNOP 的空

间结构与 FSV 有显著差别，否则集合预报效果不会

改进。尤其值得一提的是，即使在优化时间比较短

的情形下，用 CNOP 代替 FSV，集合预报效果也显

著改善，那么是否在优化时间比较短时，FSV 和

CNOP 的空间结构也可能有较大差别呢？事实上，

Jiang and Mu（2009）用二维正压准地转模式表明

了 CNOP 和 FSV 在较短的优化时间也可能存在较
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大差别。如他们表明，当优化时间为 2 天时，FSV
和 CNOP 的空间结构具有很大差别。我们知道，FSV
和 CNOP 的核心差别在于，CNOP 考虑了非线性物

理过程的影响。那么，上述关于 FSV 和 CNOP 的

差别是否由非线性物理过程的作用导致的呢？本

文将用二维正压准地转模式探讨这个问题，从而进

一步阐明 FSV 和 CNOP 的异同。 
 

2  线性奇异向量和条件非线性最优
扰动 

 
2.1  线性奇异向量 

假定 X是一个状态向量，它是如下初值问题的

解： 

( )

0 0

,
| ,t

t
=

∂⎧ =⎪
∂⎨

⎪ =⎩

X A X

X X
          （1） 

其中，X0 是 X 的初始状态向量，A 是一个非线性   
偏微分算子。假定 Mt 是方程（1）的解算子，则     
方程（1）在预报时刻 t 的解 X(t)可以写成如下的   
形式： 

( ) 0( ).tt =X M X          （2） 

对方程（1）进行线性化，则可以得到针对 X(t)
的扰动向量 x(t)满足下列切线性模式： 

l

0 0

,

| ,t

t
=

∂⎧ =⎪
∂⎨

⎪ =⎩

x A x

x x
             （3） 

其中， l /= ∂ ∂A A X 是相对于状态向量 X(t)的切线性

算子。假定 /t t= ∂ ∂L M X 是切线性模式（3）的传

播算子，即解算子。因此，方程（3）在预报时刻 t
的解 x(t)可以写成如下的形式： 

0( ) ( ).tt =x L x            （4） 

假定在初始时刻 t=0，扰动的大小由范数 c||  || 来度

量；在最终时刻 t，扰动发展的大小由范数 f||  || 来度

量。为简单起见，我们称范数 c||  || 为初始扰动范数，

范数 f||  || 为扰动发展范数，其具体形式如下： 
2 T

c
,=x x Cx            （5） 

2 T
f

,=x x Dx            （6） 

其中，C和 D是正定矩阵，它们定义了范数的具体

形式。需要注意的是：尽管在经典的奇异向量理论

中 C和 D是一样的，实际上根据具体问题的需要，

C和 D可以取为不同的形式。如当我们研究同一物

理量的初始误差所引起的预报误差时，C和 D可以

取为简单的单位矩阵，即初始扰动范数和扰动发展

范数都取为欧氏范数；如果我们研究位势高度场的

初始误差所引起的位涡预报误差，则可以将初始扰

动范数取为流函数平方范数，将扰动发展范数取为

涡度拟能范数。因此，C和 D须根据具体问题而确

定。在上述范数度量的定义下，考虑初始扰动在最

终时刻和初始时刻的大小之比： 

0 f

0 c

( )
,tL x

x
               （7） 

即考虑初始扰动发展到最终时刻 t 时被放大或缩小

的倍数，或称为初始扰动的增长率，这里须要指出

的是，（7）式是在方程（3）的基础上定义的，方

程（3）是无穷维动力系统，即是说（7）式定义在

无限维空间。因此，要使（7）式有意义，须假定

方程（3）的传播算子 /t t= ∂ ∂L M X 是有界的。鉴

于此，以下关于最优扰动的讨论都是建立在有限维

空间的基础上。 
Leutbecher and Palmer（2008）研究表明，如果

假定 iσ 和 iv 是如下特征值问题的第 i 个特征值和相

应的特征向量（特征值按照 i 降序排列）： 
T 2 ,t t σ=L DL x Cx            （8） 

那么， tL 的第一个奇异向量 1v 使得（7）式达到最

大值 1σ ；在与第一个奇异向量 1v 关于初始范数 c||  ||
正交的子空间中， tL 的第二个奇异向量 2v 使得（7）
式取值 2σ ；依此类推，在与 1 2 1, , , j−v v v 关于初始

范数正交的子空间中， tL 的第 j 个奇异向量 jv 使得

（7）式取值 jσ 。因此，SVs 是在全局或局部范围

内取得最大增长率的扰动，FSV 则是在全局范围内

具有最大的初始扰动增长率。根据（7）式，我们

可以看到，给定任一非零常数 c，向量 1cv 同样在全

局范围内有最大的扰动增长率，从而向量 1cv 也是

FSV。 
引言中已经提到，许多研究使用 FSV 探讨天气

和气候的可预报性问题。根据以上讨论，可以看出，

应用 FSV 的前提是初始扰动的发展可以由切线性

模式近似描述，也就是说，FSV 只能刻画短时间内

非线性模式中小扰动的发展，而不能用于研究有限

振幅初始扰动的发展或小扰动的长期发展（Mu et 
al., 2003; Duan and Mu, 2009）。此外，需要注意的

是，在经典的 SVs 理论中，初始扰动范数和扰动发

展范数是一致的。 
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2.2  条件非线性最优扰动 
为了考察非线性对天气和气候可预报性的影

响，Mu et al.（2003）提出了条件非线性最优扰动

（CNOP）方法。对于 2.1 节所述的非线性模式，初

始扰动 0
∗x 称为 CNOP，当且仅当 

0
0 0( ) max ( ),

i δ

∗ =
≤x

J x J x               （9） 

0 0 0 0 f
( ) ( ) ( ) ,t t= + −J x M X x M X   （10） 

其中， 0( )J x 是度量扰动发展大小的目标函数，范

数 c||  || 和 f||  || 如上节所述，用于度量初始扰动和扰

动发展大小的范数， 0 c|| || δ≤x 是关于初始扰动大

小的约束条件（δ 称为约束半径）。CNOP 是在满

足一定的初始扰动约束条件下，且在预报时刻具有

最大非线性发展的一类初始扰动，它对预报结果不

确定性有最大的影响。范数 c||  || 和范数 f||  || 一般根

据具体的物理问题而定，两者可不同，这与经典奇

异向量相同的初始扰动范数和扰动发展范数是不

一样的。 
CNOP 具有明确的物理意义。首先，CNOP 可

以描述某一天气或气候事件的最优前期征兆，其最

有可能发展成该事件的初始距平模态（Duan et al., 
2004, 2013）；其次，作为叠加在某一天气或气候事

件上的初始扰动，CNOP 代表了在预报时刻对预报

结果产生最大影响的一类初始误差（Mu et al., 
2007a, 2007b; Yu et al., 2012）；此外，CNOP 代表了

有限时段内非线性最不稳定（或最敏感）的初始扰

动，该类扰动在预报时刻有最大的非线性发展

（Terwisscha et al., 2008; Sun and Mu, 2009）。 

3  试验及结果 

正如引言所述，FSV 和 CNOP 在优化时间较短

时，也可能存在较大差别。那么，这里我们需要回

答的问题是：这种差别是否由非线性物理过程的影

响而导致的？本节将通过数值试验阐明这个问题，

进而说明 FSV 和 CNOP 的异同。 
在数值试验中，我们计算 CNOP 和 FSV 的基

本设置与 Mu and Jiang（2008）和 Jiang and Mu
（2009）的试验设置是一致的，即试验使用的模式

是二维正压准地转模式，且模式满足双周期边界条

件，研究区域是 [ ] [ ]0,  6.4 0,  3.2Ω = × ，具体对应的

是 6400×3200 km2；在纬向和经向上，该区域划分

为 32 和 16 个网格；模式时间的一天对应模式积分

144 个时间步长，更详细的试验设置参见 Mu and 
Jiang（2008）。 

在试验中，我们分别选择了两种范数度量扰动

的大小，即能量范数和 L2范数，具体定义如下所示： 

( )2 2 2

E
d d ,F φ x yϕ ϕ

Ω
= ∇ +∫     （11） 

2

2 2
L

d d ,x yϕ ϕ
Ω

= ∫              （12） 

其中， E||  || 代表的是能量范数， L2||  || 代表的是 L2

范数，ϕ 是流函数， 0.102F = 是行星尺度 Froude
数。 

Mu and Jiang（2008）和 Jiang and Mu（2009）
使用SVs和CNOP方法产生用于集合预报的初始扰

动场，具体做法如下：（1）对于一个给定的初始场，

积分模式得到一个状态。假定该状态为真实场，即

为数值试验中将要预报的对象；（2）对于上述真实

场，在所在区域的每个格点上叠加一个具有正态分

布的随机误差，得到观测场；（3）使用四维变分资

料同化，将该观测同化到数值模式，产生一个最优

初始分析场；（4）以最优初始分析场作为初值，积

分模式得到相对于真实场的一个控制预报；（5）以

控制预报为基态求解 SVs 和 CNOPs，从而产生集

合预报的初始扰动场。 
本文的主要目的是探讨优化时间较短时 FSV

和 CNOP 的差别是否由非线性物理过程的影响导

致。为了和 Mu and Jiang（2008）和 Jiang and Mu
（2009）等的结果形成较好的对应关系，本文使用

Mu and Jiang（2008）中已经给定的真实场的初始

场 0ψ ： 

0
2π 2π0.5sin( ) sin( ) 0.5,
2 2

x y
X Y

ψ = + +   （13） 

并采用他们计算 CNOPs 和 FSVs 的思路，即如上所

述，以四维变分资料同化方法产生的初始分析场对

应的控制预报为基态计算 CNOPs 和 FSVs。真实初

始场 0ψ 和对应的初始分析场的空间结构如图 1 所

示。 
分别以能量范数和 L2 范数为度量，真实初始场

0ψ 的 大 小 分 别 为 ： 0 E|| || 6.5774ψ = ，

20 L|| || 4.2332ψ = ，而初始分析误差（即初始分析场

与真实初始场之间的误差）的大小分别为 1.1746 和

0.1206。另外，本文与 Jiang and Mu（2009）类似，

选择 2 天为优化时间计算上述控制预报的 SVs 和

CNOPs。对于初始扰动约束条件的大小，我们也与

Jiang and Mu（2009）类似，选择上述初始分析误
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差的大小（分别以能量范数和 L2 范数度量）作为约

束半径大小。另外，为了阐明 CNOPs 和 FSVs 的差

别是否由非线性物理过程导致，本文也选择了约束

半径比较小的情形（如约束半径取为 3×10−6）计

算 CNOPs 和 FSVs。为了揭示较短优化时间情形下，

CNOPs 和 FSVs 结构差别的原因，拟进行以下四组

试验，四组试验的区别在于计算 CNOP 和 FSV 时

所选取的初始扰动和扰动发展的度量范数不同，详

见表 1。其中，试验一是为了再现 Jiang and Mu
（2009）所计算的 CNOP 和 FSV；试验二的目的是

与试验一的结果进行对比，分析 CNOP 和 FSV 异

同的可能原因；试验三和试验四则是为了与试验二

比较，分析不同的初始扰动范数对 CNOP 和 FSV
异同的影响。 

表 1  数值试验设置 
Table 1  Design of the numerical experiments 

试验一 试验二 试验三 试验四 求解 CNOP 和 
FSV 的范数 CNOP FSV CNOP FSV CNOP FSV CNOP FSV

能量范数  √   √ √   初始扰 
动范数 L2 范数 √  √ √   √ √

能量范数 √ √ √ √ √ √   扰动发 
展范数 L2 范数       √ √

3.1  试验一 
如表 1 所示，在该试验中，我们选取度量 SVs

和 CNOP 的范数与 Jiang and Mu（2009）相同，即

求解SVs的初始扰动范数和扰动发展范数采用的都

是能量范数，而求解 CNOP 的初始扰动范数是 L2

范数，扰动发展范数则是能量范数。表 2 给出了约

束半径为 3×10−6和 0.1206 时 FSV和CNOP对应的

目标函数值；图 2 给出了约束半径分别为 3×10−6

和 0.1206 时 FSV 和 CNOP 所描述的流函数的空间

结构，其中，目标函数如（10）式所示；FSV 已被

尺度化，和 CNOP 具有相同的大小（在 L2 范数意

义下）。 

表 2  初始扰动的约束半径为 3×10−6 和 0.1206 时 FSV 和

CNOP 对应的目标函数值（试验一） 
Table 2  The objective function values corresponding to 
the FSV (first singular vector) and CNOP (conditional 
nonlinear optimal perturbation) for the constraint radius of 
3×10−6 and 0.1206 in experiment 1 
约束半径 FSV 对应的目标函数值 CNOP 对应的目标函数值 

3×10−6 6.3247×10−5 1.3426×10−4 
0.1206 2.3884 4.9763 

如表 2 所示，即使约束半径为 3×10−6，CNOP
对应的目标函数值也明显大于 FSV 对应的目标函

数值；当约束半径增大为 0.1206 时，FSV 和 CNOP
对应的目标函数值增大，并且 CNOP 和 FSV 对应

的目标函数值之差也变得更大。 
图 2 表明，即使约束半径为较小的 3×10−6，

FSV 和 CNOP 的空间结构也存在明显的差别；随着

约束半径增大为 Jiang and Mu（2009）所使用的分

析误差大小（在此为 0.1206），CNOP 的空间结构中

出现了更多的小尺度结构，FSV 和 CNOP 之间的差

别变得更大，这与 Jiang and Mu（2009）的结果一

致：即当优化时间为 2 天，约束半径取为分析误差

的大小（以 L2 范数度量）时，FSV 和 CNOP 的空

间结构存在明显的差别。那么，图 2 中 FSV和CNOP
之间的差别主要是由非线性物理过程作用导致的

结果吗？ 
如引言所述，前人的研究表明，当初始扰动的

图 1  （a）真实初始场 0ψ 和对应的（b）初始分析场的空间结构。实线代表正值，虚线代表负值 

Fig. 1  The streamfunction fields of (a) the true initial field 0ψ and (b) the associated initial analysis field. The solid and dashed lines refer to positive values 

and negative values, respectively 
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约束半径较小，且优化时间较短时，CNOP 与 FSV
的空间结构差别较小，FSV 可以近似 CNOP。而表

2 和图 2 表明，即使约束半径取为较小的 63 10−× ，

FSV对应的目标函数值明显小于CNOP对应的目标

函数值，且 FSV 和 CNOP 的空间结构存在很大的

差别。究竟什么原因造成的呢？与前人的试验设置

对比，我们发现他们在求解 FSV 和 CNOP 时使用

的范数一致，而试验一和 Jiang and Mu（2009）中

求解 FSV 和 CNOP 时使用的范数不一致。因此，

图 2 中 FSV 与 CNOP 空间结构的显著差别应该是

由两方面造成的，一方面可能是由于试验一求解

SVs 和 CNOP 时范数的不一致引起的；另一方面则

是由于非线性影响的结果。那么，究竟主要是哪一

方面的原因导致 FSV 和 CNOP 的差别呢？为了回

答这个问题，我们进行了试验二。 
3.2  试验二 

在试验二中，求解 SVs 和 CNOP 的初始扰动范

数是 L2 范数，扰动发展范数是能量范数（如表 1
所示）。表 3 给出了约束半径为 3×10−6 和 0.1206

时 FSV 和 CNOP 对应的目标函数值；图 3 给出了

约束半径分别为 3×10−6和 0.1206 时 FSV 和 CNOP
所表征的流函数的空间结构，其中，目标函数如

（10）式所示；FSV 已被尺度化，和 CNOP 具有相

同的大小（在 L2 范数意义下）。 

表 3  初始扰动的约束半径为 3×10−6和 0.1206 时 FSV 和

CNOP 对应的目标函数值（试验二） 
Table 3  The objective function values corresponding to 
the FSV and CNOP for the constraint radius of 3×10−6 and 
0.1206 in experiment 2 
约束半径 FSV 对应的目标函数值 CNOP 对应的目标函数值 

3×10−6 1.3426×10−4 1.3426×10−4 
0.1206 4.0204 4.9763 

如表 3 所示，当约束半径为 3×10−6 时，CNOP
和 FSV 的目标函数值相等；当约束半径增大为

0.1206 时，FSV 和 CNOP 对应的目标函数值增大，

并且 CNOP 对应的目标函数值大于 FSV 对应的目

标函数值。 
图 3 表明，当约束半径为 3×10−6 时，FSV 和

图 2  试验一得到的 FSV 和 CNOP 所描述的流函数的空间结构：（a1）FSV 和（a2）CNOP 的约束半径为 3×10−6；（b1）FSV 和（b2）CNOP 的约束

半径为 0.1206。其中，（a1）和（a2）对应的 FSV 和 CNOP 的值被放大了 105 倍。实线代表正值，虚线代表负值 

Fig. 2  The streamfunction fields of the FSV and CNOP from the results of experiment 1：(a1) FSV and (a2) CNOP for the constraint radius of 3×10−6, and 

(b1) FSV and (b2) CNOP for the constraint radius of 0.1206. The values of (a1) and (a2) are amplified by a factor 105; the solid and dashed lines refer to 

positive and negative values, respectively 
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CNOP 的空间结构相差很小，几乎完全一致。当约

束半径增大为 0.1206 时，FSV 和 CNOP 的空间结

构类似但有明显的差别。这些结果和前人的结论一

致，即在 2 天的优化时间内，非线性物理过程的影

响相对较小，小扰动的发展可以近似认为是线性

的，因此 CNOP 和 FSV 相差很小，几乎完全一致；

而较大的初始扰动则受到了非线性物理过程的影

响，其发展并不是线性的，因此 CNOP 和 FSV 有

较大的差别。 
对比试验一和试验二中约束半径为 3×10−6 时

FSV、CNOP 对应的目标函数值和空间结构，我们

发现：虽然初始扰动的约束半径相同，但是与试验

一不同，试验二得到的 FSV 对应的目标函数值和

CNOP 对应的目标函数值相等，并且试验二中 FSV
和 CNOP 的空间结构几乎完全相同，即试验二得到

的 FSV 可近似为 CNOP。 
上述结果表明，对于较短的优化时间（较小的

初始扰动的发展可近似为线性），即使约束半径很

小，如果度量 SVs 和 CNOP 大小的范数不同（如试

验一），则 FSV 并不是在优化时间内取得最大发展

的初始扰动，与 CNOP 有明显的差别；如果求解

SVs 和 CNOP 的范数一致（例如试验二），则 FSV

在优化时间内取得最大发展，和 CNOP 几乎完全相

同。因此，当优化时间较短时，度量 SVs 和 CNOP
大小的范数不同将导致 FSV 和 CNOP 相差很大，

而当度量 SVs 和 CNOP 大小的范数相同时，FSV
和CNOP之间的差别主要是非线性物理过程作用的

结果。为了进一步验证上述结论，本文分别将度量

SVs 和 CNOP 大小以及目标函数表征的扰动发展大

小的所有范数取为能量范数和 L2 范数进行了试验

三和试验四。 
3.3  试验三 

在试验三中，将度量 SVs 和 CNOP 大小以及目

标函数表征的扰动发展大小的范数都取为能量范

数（见表 2）。表 4 给出了约束半径为 3×10−6 和

1.1746 时 FSV 和 CNOP 对应的目标函数值，其结

果和表 3 一致；图 4 给出了约束半径分别为 3×10−6

和 1.1746 时 FSV 和 CNOP 表征的流函数的空间结

构，其中，目标函数如（10）式所示，FSV 与 CNOP
具有相同的大小（在能量范数意义下）。 

图 4 表明，当约束半径较小（3×10−6）时，FSV
和 CNOP 的空间结构差别很小，几乎完全一致；当

约束半径较大（1.1746）时，FSV 和 CNOP 的空间

结构有明显的差别。因此，试验三的结果支持试验

图 3  同图 2，但为试验二的结果 

Fig. 3  As Fig. 2, but for the results of experiment 2 
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二的结果，即当优化时间较短时，度量 SVs 和 CNOP
大小的范数不同将导致 FSV 和 CNOP 相差很大，

而当度量 SVs 和 CNOP 大小的范数相同时，FSV
和CNOP之间的差别主要是非线性物理过程作用的

结果。 

表 4  初始扰动的约束半径为 3×10−6 和 1.1746 时 FSV 和

CNOP 对应的目标函数值（试验三） 
Table 4  The objective function values corresponding to 
the FSV and CNOP for the constraint radius of 3×10−6 and 
1.1746 in experiment 3 
约束半径 FSV 对应的目标函数值 CNOP 对应的目标函数值 

3×10−6 2.1314×10−5 2.1314×10−5 
1.1746 5.7487 6.4576 

 
3.4  试验四 

试验四中求解SVs和CNOP时的约束条件和目

标函数所用的度量范数均取为 L2 范数。结果同样表

明，当初始扰动的约束半径较小时，FSV 和 CNOP
表征的流函数的空间结构相差很小；而当约束半径

较大时，FSV 和 CNOP 的空间结构有明显差别，该

差别主要是由非线性物理过程影响的结果（表 5；
图 5）。 

表 5  初始扰动的约束半径为 3×10−6 和 0.1206 时 FSV 和

CNOP 对应的目标函数值（试验四） 
Table 5  The objective function values corresponding to 
the FSV and CNOP for the constraint radius of 3×10−6 and 
0.1206 in experiment 4 
约束半径 FSV 对应的目标函数值 CNOP 对应的目标函数值 

3×10−6 5.4086×10−5 5.4086×10−5 
0.1206 1.8923 2.4041 

 
对比试验三和四的结果，我们发现，尽管度  

量初始扰动大小以及它们的发展大小的范数相 
同，但分别得到的 FSV 和 CNOP 的空间结构还是

有较大差别。这说明在实际应用中，正确选择范  
数是非常重要的，因此对于确定的实际问题哪种 
度量范数更合适则是需要进一步探讨的一个问 
题。总之，我们应结合具体物理问题选取合适的度

量范数，从而合理地揭示非线性物理过程的影响机

理。 

图 4  试验三得到的 FSV 和 CNOP 所表征的流函数的空间结构：（a1）FSV 和（a2）CNOP 的约束半径为 3×10−6；（b1）FSV 和（b2）CNOP 的约束

半径为 1.1746。其中，（a1）和（a2）对应的 FSV 和 CNOP 的值被放大了 105 倍。实线代表正值，虚线代表负值 

Fig. 4  The streamfunction fields of FSV and CNOP from the results of experiment 3: The (a1) FSV and (a2) CNOP for the constraint radius of 3×10−6, and 

the (b1) FSV and (b2) CNOP for the constraint radius of 1.1746. The values of (a1) and (a2) are amplified by a factor 105; the solid and dashed lines refer to 

positive and negative values, respectively 
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4  总结和讨论 

 
为了研究优化时间较短时 FSV 和 CNOP 的差

别是否由非线性物理过程的影响导致，本文设计了

四个试验，分析了不同范数设置和约束半径大小对

应的 FSV 和 CNOP 的异同。试验结果表明，当优

化时间较短时，如果求解SVs和CNOP的范数一致，

且约束半径较小，则 FSV 和 CNOP 对应的目标函

数值相等，空间结构相差很小，几乎完全一致；但

当约束半径较大时，CNOP 对应的目标函数值大于

FSV，FSV 和 CNOP 的空间结构有明显差别，该差

别主要是由非线性物理过程影响导致的；如果求解

SVs 和 CNOP 的范数不一致，则无论约束半径大小

如何，FSV 和 CNOP 对应的目标函数值相差也比较

大，空间结构有明显的差别。对比前种情形，可以

推理得到，该类差别应由度量范数的差别和非线性

物理过程共同影响导致的。 
从上述结果可知，在 Jiang and Mu（2009）中，

FSV 和 CNOP 空间结构的明显差别是由求解 SVs
和CNOP时范数不一致和非线性物理过程共同作用

导致的结果。他们将 FSV 替换为 CNOP 可以改善

集合预报的技巧，这说明在集合预报中，我们或许

可以选择不同范数度量的SVs和CNOP共同作为集

合成员，进行集合预报，进而提高预报技巧；但针

对某一具体非线性物理问题，我们还需对 SVs 和

CNOP 采用相同的范数，考察它们的差别，进而揭

示非线性物理过程的影响。例如，当讨论由 FSV 和

CNOP 所确定的某一天气和气候事件的最优前期征

兆的差异时，我们关注的是非线性物理过程的影

响，则应选取相同的初始扰动范数以及相同的扰动

发展范数来求解 FSV 和 CNOP，以摒弃范数的不同

对 FSV 和 CNOP 空间结构的影响。当然，究竟选

取何种范数使得求解的CNOP能够导致更大的扰动

发展，则是需要进一步研究的问题。 
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